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連載 Excelで解く化学工学10大モデル� 伊東　章

第14回　円管内流れのTaylor分散〈最終回〉

2015年9月30日受理 ＊伊東　章氏のプロフィール等は，78 巻11号830ページを参照してください。

1．対象とするプロセス：
円管内流れにおける溶質の軸方向分散

　この連載第6回（2015年4号）で装置内流れの移流拡散モデ

ルを解説した。移流拡散では1次元で考え，軸方向の混合

拡散係数Dzをパラメーターとして，これにより溶質の分

散（軸方向の広がり）が表された。しかしこの混合拡散係数は

物性値である分子拡散係数D ABとどのような関係にあるの

だろうか?　Taylor1）は細管内の流れについてこのことを理

論と実験の両面から以下のように考察した。

	 2．Taylor分散モデル	

　図1がTaylorの実験 1）である。細管内をごく遅い流速で

水を流し，入口から染料により濃度のステップまたはイン

パルス入力を与え，下流での濃度の広がりを測定する。こ

の現象の数学的解析は溶質濃度c A（t，r，z）に関する非定

常2次元円筒座標拡散方程式をインパルス入力条件で解く

ことになる。解析の詳細は教科書 2）を参照いただくとし

て，ここでは定性的なモデルの考え方と結果のみを述べる。

　内径dt（半径R）の円管内を，平均速度uの放物線速度分布

で流体が流れている（図2）。t＝0において幅wの溶質（トレー

サー）を矩形入力したとする。その後，位置 zにおける断面

平均濃度：

c A（z）＝
1 ∫0

R

c A 2πrdr （1）
πR2

により軸方向の濃度分布をみる。溶質は放物線速度分布で

運ばれる（対流）ことと，濃度勾配による分子拡散の2つの

要因で流れ方向に広がる。

　流速が遅い極限（u → 0）を考えると，溶質は分子拡散によ

り幅wを広げながらがら全体に濃度が低下する（図2①）。

この場合の濃度分散は，

∂c A＝D AB｛ ∂
2 c A｝ （2）

∂t ∂z 2

に従い，濃度分布の広がりは分子拡散係数D ABに支配され

る。

　逆に流れが速く，対流が支配する場合は，溶質は幅wを

保ったまま，放物線流れに従って軸方向に広がる（図2②）。

この場合には平均濃度 c Aの分布は台形状を示す。現象を

支配する式は

∂c A＋u（r）
∂c A ＝0 （3）

∂t ∂z

である。この台形状分布は時間がたつと台形状のまま全体

に濃度が低下し，分布幅は広がる。このように半径方向速

度分布（放物線速度分布）は分散を広げる効果を持つ。

　実際はこれらの理想条件の中間にあり，分子拡散係数 

図1　Taylorの遅い管内流れ中の染料拡散実験1）

図2　円管内流れ中の拡散に関するTaylor分散のモデル3）
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D ABと対流の両方が関与する。このときは分子拡散は半径

方向が支配的である。

∂c A＋u
∂c A ＝D AB｛ 1 ∂（r

∂c A ）｝ （4）
∂t ∂z r ∂r ∂r

　この半径方向分子拡散は対流による軸方向の濃度の広が

りを抑制し，平均濃度 c Aを正規分布形状とするような効

果を持つ（図2③）。

　Taylorは以上のモデルを染料による実験と比較しつつ解

析した。その結果によると，流れ方向の断面平均濃度分布
c A（z）は1次元移流拡散の式：

∂c A＋u
∂c A ＝Dz

∂2c A （5）
∂t ∂z ∂z2

で表せ，このみかけの混合拡散係数Dzは分子拡散係数 

D AB，平均流速u，管内径dtと

Dz＝
（udt）2

（6）
192D AB

の関係にある。この関係はArisにより次式のように拡張さ

れた。

Dz＝D AB＋
（udt）2

（7）
192D AB

　この混合拡散係数を用いれば，時間 t＝0，位置 z＝0に

おけるインパルス入力（溶質量M［mol］）の，位置 zにおけ

る応答（軸方向平均濃度分布）は式（5）の解により，

c A（z）＝
（M/πR2）

exp（－（z－ut）2

） （8）
 4πDzt 4Dzt

のように求められることになる。

　式（7）を混合拡散係数と分子拡散係数の比にすると，

Dz ＝1＋
（udt）2

＝1＋
（Re×Sc）2

（9）
D AB 192（D AB）2 192

である 4）。この関係を図3に示す。

　これより，気相流れ（Sc≈1）で流速が小さい場合のみ，混

合は分子拡散が支配している。液相（Sc≈1000）流れや通常の

流速範囲では，管内の混合は対流が支配しており，混合拡

散係数Dzは分子拡散係数D ABの100倍以上であることがわ

かる。

　なお，Reの大きい乱流範囲では理論および実験的に概

略次式とされている 4）。

Dz ＝0.2（Re×Sc） （10）
D AB

	 3．CFDで確かめるTaylor分散	

　以上のTaylor分散の理論では，式（6）の関係のように，「分

子拡散係数D ABの小さい溶質ほど混合拡散係数Dzが大き

くなる」という結論となっている。このことは直感的には

矛盾しているように感じられる。そこで数値計算で確認し

てみる。

　この問題は3次元（（t，r，z）の拡散方程式（4）を解くこと

になるので，残念ながらExcelの扱える範囲を超える。そ

こでCFD（数値流体解析）ソフト（CFD2000）により計算する。

　図4にCFD数値計算の設定を示す。内径1 mmの円管内

を水が放物線速度分布で流れる。流速はごく遅く，200 s

で平均8 mm流れるものとする。入口で矩形状の溶質濃度

を与え，200 s後の溶質濃度の円管内分布と断面平均濃度

分布を求める。

　溶質として拡散係数D ABの比較的大きい食塩とした場合

（図4③），200 s後の断面平均濃度は正規分布関数状とな

る。これは式（9）から予測された混合拡散係数

（Dz/D AB）＝7.1，Dz＝8.3×10－9m2/s

による分布（式（8））（図4③グラフの破線）と一致した。

　一方，溶質を拡散係数の小さいタンパク質（BSA）（D AB＝

6.8×10－11m2/s）とした場合（図4②），断面平均濃度の分布

は確かに図2②で示した様な台形状になる。これは溶質が

ほぼ放物線速度分布に従って，軸方向に広がるためであ

る。また，平均濃度の広がりは上の食塩の場合より大きく

なっている。なおこの場合はTaylor分散の理論（正規分布）（図

4②グラフの破線）とは相違がある。

　以上の数値計算例により，「分子拡散係数D ABの小さい

溶質ほど混合拡散係数Dzが大きくなる」ということは確認

された。また，その原因も図に示した管内濃度分布から明

かであろう。なお，これら図4③，②の条件を図3中に示

図3　円管内流れの混合拡散係数と分子拡散係数の関係
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した。

図4　CFDによるTaylor分散（食塩とタンパク質溶質の比較）
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